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Kapitel 2

Algorithmenentwurf 1

•Uberblick
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1 Teile-und-herrsche Algorithmen

2 O-Kalk•ul

3 Gierige Algorithmen

2.1 Teile-und-herrsche Algorithmen
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(engl. divide-and-conquer)

Grundprinzip:
q Teile die Eingabe in \kleinere" Eingaben auf
q L•ose Problem rekursiv f•ur diese \kleineren" Eingaben
q F•uge die L•osungen f•ur diese \kleineren" Eingaben zur L•osung des Ursprungs-

problems zusammen
q Falls das Problem \sehr klein" ist, dann l•ose es direkt

Grundprinzip in Haskell:
teile und herrschea

j umfanga < schwelle= loesedirekt a
j otherwise= let (a1; : : : ; an) = zerlegea in

setzezusammen(teile und herrschea1)
...

(teile und herrschean)

Beispiel 2.1: Sortieren durch Mischen
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(engl. merge sort)

Grundprinzip:
q Teile Eingabeliste in zwei gleich gro�e Listen auf (L•ange� 1)
q Sortiere rekursive diese beiden Listen
q Mische die beiden sortierten Listen in eine sortierte Liste
q Leere Listen oder einelementige Listen k•onnen direkt sortiert werden

Programm in Haskell:
msort [] = []
msort [z] = [z]
msort zs = mische(msort us) (msort vs)

where n = length zs
us = take (div n 2) zs
vs = drop (div n 2) zs

mische[] ys = ys
mischexs [] = xs
mische(x : xs) (y : ys) j x< =y = x : (mischexs (y : ys))

j otherwise = y : (mische(x : xs) ys)
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Lemma 2.1: Wenn xs und ys sortierte Listen sind, dann gilt:
i. mischexs ys ist sortierte Liste
ii. mischexs ys ist Permutation vonxs++ ys

Beweis: Induktion •uber den Aufbau vonxs und ys
Induktionsanfang: xs==[] oderys==[] s. Tafel
Induktionshypothese: i. und ii. gelte f•ur mische (x : xs) ys und f•ur

mischexs (y : ys) s. Tafel
Induktionsschritt: Es gilt auch i. und ii. f•ur mische(x : xs) (y : ys) s. Tafel

Satz 2.2: msort ist korrekt, d.h. f•ur jede Listezs gilt:
i. msort zs ist sortiert.
ii. msort zs ist Permutation von zs.

Beweis: Induktion •uber n , length zs
Induktionsanfang: n � 1 s. Tafel
Induktionshypothese: i. und ii. gelte f•ur alle Listen zs der L•angek < n, n � 2.
Induktionsschritt: Es gilt auch i. und ii. f•ur Listenzs der L•angen s. Tafel

Korollar 2.3: F•ur alle Listenxs; ys; zs gilt:
i. length (msort zs)== length zs
ii. length (mischexs ys)==( length xs) + ( length ys)

Beweis: s. Tafel

Beispiel 2.1: Sortieren durch Mischen (Forts.)
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Programm in Haskell:
mische[] ys = ys
mischexs [] = xs
mische(x : xs) (y : ys) j x< =y = x : (mischexs (y : ys))

j otherwise = y : (mische(x : xs) ys)
Zeitaufwand:
q Funktionen mische hat W•achter
) Zeitaufwandtmische(n; m) mit Eingabeumfang

u(xs; ys) , (length xs; length ys) ist Zufallsvariable
) Zeitaufwandtmsort(n) mit Eingabeumfangu(zs) , length zs ist Zufallsvariable

Lemma 2.4: Der Zeitaufwand f•ur mische ist mindestenst mische(n; m) = 2 + 7 � n
Beweis: G•unstigster Fall tritt ein, wenn immer Bedingungx � y im W•achter

zutri�t. ) maximumxs � minimum ys
) t mische(0;m) = 2

t mische(n+1;m) = 7 + t mische(n; m)

Lemma 2.5: Der Zeitaufwand f•ur mische ist h•ochstenst mische(n; m) = 3 + 15 � m
Beweis: Schlechterster Fall tritt ein, wenn o.B.d.An � m und immer erst

Bedingungx > y und anschlie�endx � y in W•achtern zutri�t.
) t mische(n;0) = 3

t mische(n+1;m+1) = 15 + t mische(n; m)

Beispiel 2.1: Sortieren durch Mischen (Forts.)
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Programm in Haskell: msort [] = []
msort [z] = [z]
msort zs = mische(msort us) (msort vs)

where n = length zs
us = take (div n 2) zs
vs = drop (div n 2) zs

Satz 2.6: Der Zeitaufwand von msortzs ist
i. im g•unstigen Fallt msort(n) = 11n � log2 n + 14n � 11und
ii. im schlechtesten Fallt msort(n) = 15n � log2 n + 19n � 16

wobei der Eingabeumfangn = length zs eine ganzzahlige Potenz von2 ist (d.h.
n = 2k f•ur ein k 2 N).

Beweis: Nur g•unstigster Fall, schlechtester Fall geht analog.
q Liste wird mit jedem rekursiven Aufruf halbiert
q ttake(n) = 2 + 4n

tdrop(n) = 2 + 3n
t length(n) = 2 + 4n

•Ubung

q tmsort(n) = 7+ ttake(n=2)+ tdrop(n=2)+ tmische(n=2; n=2)+ t length(n)+2 �tmische(n=2)
q Jeweils g•unstigster Fall von mische
) t msort(1) = 3

t msort(n) = 15 + 11n + 2t msort(n=2)
s. Tafel



Beispiel 2.2: Sortieren durch Zerlegen
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(Quicksort, C.A.R. Hoare, 1962)

Grundprinzip:
q F•ur nicht-leere Listex : xs, zerlege xs in zwei Listen:

m Liste ls enth•alt alle Elemente ausxs, die kleiner alsx sind
m Liste rs enth•alt alle Elemente ausxs, die gr•o�er gleich x sind

q Sortiere rekursiv die Listenls und rs
q Setze Ergebnis zusammen

Programm in Haskell:
qsort [] = []
qsort (x : xs) = qsort[u j u< � xs; u < x] ++ [ x] ++ qsort[u j u< � xs; u> =x]

Satz 2.7: qsort ist korrekt, d.h. f•ur jede Listexs gilt:
i. qsort xs ist sortiert.
ii. qsort xs ist Permutation von xs.

Beweis: •Ubung

Beispiel 2.2: Sortieren durch Zerlegen (Forts.)
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Problem: Zeitaufwand f•ur [u j u< � xs; u < x] und [u j u< � xs; u> =x]

L•osung: Au�alten der De�nitionen:
left x [] = []
left x (y : ys) j y < x = y : (left x ys)

j otherwise = left x ys
right x [] = []
right x (y : ys) j y> =x = y : (right x ys)

j otherwise = right x ys

Lemma 2.8: Der Zeitaufwand von left und right istt left(n) = tright(n)2 + 5n wobei
der Eingabeumfangu(x; xs) = length xs ist.

Beweis: s. Tafel

Beispiel 2.2: Sortieren durch Zerlegen (Forts.)
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Programm in Haskell:
qsort [] = []
qsort (x : xs) = qsort[u j u< � xs; u < x] ++ [ x] ++

qsort[u j u< � xs; u> =x]

Zeitaufwand f •ur qsort:
q Eingabeumfangu(xs) = length xs
) Problem: length [u j u< � xs; u < x] und length [u j u< � xs; u> =x] sind

unbekannt
+ 0 � length [u j u< � xs; u< x] � length xs

0 � length [u j u< � xs; u> =x] � length xs
length [u j u< � xs; u< x] + length [u j u< � xs; u> =x]== length xs

) Wir bekommen folgende Rekurrenz:
tqsort(n) = 2

tqsort(n + 1) = 10 + tappend(i ) + 6 + t left(n) + tright(n) + tqsort(I ) + tqsort(n � I )
= 16 + 4 � I + 10 � n + tqsort(I ) + tqsort(n � I )

wobei I 2 f 0; : : : ; ng eine Zufallsvariable ist.
) Bestimme besten, schlechtesten und mittleren Fall
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Rekurrenz: tqsort(n) = 2
tqsort(n + 1) = 16 + 4 � I + 10 � n + tqsort(I ) + tqsort(n � I )

wobei I 2 f 0; : : : ; ng eine Zufallsvariable ist.

Wie analysiert man hier besten/schlechtesten/mittleren Fall?

Satz 2.9: Sei f : [0; n] ! R eine monoton wachsende und konvexe Funktion.
Dann gilt: 2 � f (x=2) � f (x) + f (n � x) � f (0) + f (n)

n/20 n

Diskussion:
q Bester Fall: SetzeI = n=2
q Schlechtester Fall: SetzeI = n
q Mittlerer Fall: wird sp•ater diskutiert

Beispiel 2.2: Sortieren durch Zerlegen (Forts.)
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Rekurrenz: tqsort(n) = 2
tqsort(n + 1) = 16 + 4 � I + 10 � n + tqsort(I ) + tqsort(n � I )

wobei I 2 f 0; : : : ; ng eine Zufallsvariable ist.

Diskussion:
q Bester Fall: SetzeI = n=2
q Schlechtester Fall: SetzeI = n

Satz 2.10: Der Zeitaufwand von qsortxs ist
i. im g•unstigen Fallt qsort(n) = 10n � log(

2 n + 1) � 2n + 10 log2(n + 1) + 2 und
ii. im schlechtesten Fallt qsort(n) = 7n2 + 11n + 2

wobei der Eingabeumfangn = length zs ist.
Beweis: s. Tafel

Beispiel 2.2: Sortieren durch Zerlegen (Forts.)
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Satz 2.11: Unter der Annahme, dass alle Permutationen einer Liste der L•angen
gleichverteilt sind betr•agt der mittlere Aufwand:

E[tqsort(n)] = 14nHn+1 � 14n + 14Hn+1 � 12

wobeiHn ,
nX

i =1

1
i

n-te harmonische Zahl ist.

Eigenschaft 2.12: F•ur alle n 2 N ist
1
2

ln n � Hn � ln n

Beweis von Satz 2.11: s. Tafel

Lemma 2.13: Unter der Annahme, dass alle Permutationen einer Liste der L•ange
n gleichverteilt sind, gilt f•ur alle 0 � i � n

Pr[length [u j u< � xs; u < x]== i ] =
1

n + 1
•Ubung

Beispiel 2.3: Matrixmultiplikation
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Gegeben: n � m-Matrix A = ( aij ) und m � k-Matrix B = ( bjl )

Gesucht: Matrixprodukt A � B ,

0

@
m� 1X

j =0

aij � bjk

1

A

Repr•asentation der Eingabe: Durch Listen von Listen

A =

2

4
[a0;0; : : : ; a0;m� 1]

...
[an� 1;0; : : : ; an� 1;m� 1]

3

5

B =

2

4

2

4
b0;0
...

bm� 1;0

3

5 � � �

2

4
b0;k� 1

...
bm� 1;k� 1

3

5

3

5

A ist zeilenweise repr•asentiert,B ist spaltenweise repr•asentiert
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Grundidee: Multipliziere blockweise: 1. Zeile vonA mit Matrix B , RestmatrixA0

mit B :
�

a0;�

A0

�
� B =

�
a0;� � B
A0 � B

�

Programm in Haskell:
mmul [] = []
mmul (x : xs) ys = ( map (smul x) ys) : (mmul xs ys)
smul [][] = []
smul (x : xs) (y : ys) = x � y + ( smul xs ys)

Au�alten von (map (smul x) ys) : (mmul xs ys)
h x [] = []
h x (y : ys) = ( smul x y) : (h x ys)

Zeitaufwand: s. Tafel

Beispiel 2.4: Strassen's Matrixmultiplikation

42 Wolf Zimmermann

Gegeben: Zwei n � n Matrizen A; B 2 Rn� n •uber einem RingR
Gesucht: C = A � B

Kann man zwei n � n-Matrizen schneller multiplizieren?

Idee: (V. Strassen) Zwei2 � 2 Matrizen lassen sich mit7 Multiplikationen
durchf•uhren�

a11 a12
a21 a22

�
�
�

b11 b12
b21 b22

�
=

�
s1 + s2 � s4 + s6 s4 + s5

s6 + s7 s2 � s3 + s5 � s7

�

wobei s1 = ( a11 � a22) � (b21 + b22)
s2 = ( a11 + a22) � (b11 + b22)
s3 = ( a11 � a21) � (b11 + b12)
s4 = ( a11 + a12) � b22
s5 = a11 � (b12 � b22)
s6 = a22 � (b21 � b11)
s7 = ( a21 + a22) � b11

Annahme: n = 2k f•ur ein k 2 N
q Teile Matrix in Bl•ocke �a (n=2 � n=2) Matrizen auf:

A =
�

A11 A12

A21 A22

�
B =

�
B11 B12

B21 B22

�

q BerechneA � B blockweise entsprechend dem obigen Verfahren
q Fallsn � 4 werden Matrixmultiplikationen rekursiv durchgef•uhrt

Beispiel 2.4: Strassen's Matrixmultiplikation (Forts.)
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strassen[[a]] [[b]] = [[a � b]]
strassenas bs= composec11c12c21c22

where n = ( div (length as) 2)
a1 = take n as
a2 = drop n as
a11 = map (take n) a1
a12 = map (drop n) a1
a21 = map (take n) a2
a22 = map (drop n) a2
b1 = take n bs
b2 = drop n bs
b11 = map (take n) b1
b12 = map (drop n) b1
b21 = map (take n) b2
b22 = map (drop n) b2
s1 = strassen(msuba12a22) (madd b21b22)
s2 = strassen(madd a11a22) (madd b11b22)
s3 = strassen(msuba11a21) (madd b11b12)
s4 = strassenb22 (madd a11a22)
s5 = strassena11 (msubb12b22)
s6 = strassena22 (msubb21b11)
s7 = strassenb11 (madd a21a22)
c11 = madd (msub(madd s1 s2) s4) s6
c12 = madd s4 s5
c21 = madd s6 s7
c22 = msub(madd (msubs2 s3) s5) s7

Beispiel 2.4: Strassen's Matrixmultiplikation (Forts.)
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Vektor{ und Matrixaddition: vadd = zipWith (+)
madd = zipWith vadd
vsub = zipWith (� )
msub = zipWith vsub

Vorde�nierte Funktion: zipWidth :: (a� > b� > c)� > [a]� > [b]� > [c] wobei
zipWidth [] [] = []
zipWidth f (x : xs) (y : ys) = ( f x y) : (zipWidth xs ys)

Zusammensetzen des Ergebnisses:
composec11c12c21c22 =(zipWith (++) c11c12)++(zipWith (++) c21c22)

Satz 2.14: strassena b berechnet das Matrixprodukta � b in zeilenweiser Darstel-
lung.

Beweis: (Skizze) Induktion•uber k
Induktionsanfang: k = 0 OK
Induktionshypothese: Satz 2.14 gelte f•ur 2k � 2k-Matrizen
Induktionsschritt: Zu zeigen: Satz 2.14 gilt auch f•ur 2k+1 � 2k+1 -Matrizen
q Annahme madd und msub sind korrekt

q Betrachte:A =
�

A11 A12

A21 A22

�
O�ensichtlich gilt:

(A11!!i )!!j == ( A!!i )!!j f•ur alle 0 � i ; j < 2k

(A12!!i )!!j == ( A!!i )!!(j + 2k) f•ur alle 0 � i ; j < 2k

(A21!!i )!!j == ( A!!(i + 2k))!!j f•ur alle 0 � i ; j < 2k

(A22!!i )!!j == ( A!!(i + 2k))!!(j + 2k) f•ur alle 0 � i ; j < 2k

q Restlicher Beweiss. Tafel
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Lemma 2.15: Der Zeitaufwand f•ur madd und msub betr•agt: tmadd(n; m) =
tmsub(n; m) = 2 + 6 � n + 5 � n � m

Beweis:
q Au�alten von vadd = zipWith (+)

madd = zipWith vadd
vsub = zipWith (� )
msub = zipWith vsub

ergibt

vadd [ ] [ ] = [ ]
vadd (x : xs) (y : ys) = ( x+y) : (vadd xs ys)
madd [ ] [ ] = [ ]
madd (x : xs) (y : ys) = ( vadd x y) : (madd xs ys)

vsub und msub analog

q Herleitung und L•osung der Rekurrenzen •Ubung

Lemma 2.16: Der Zeitaufwand f•ur compose betr•agt tcompose(n) = 8 � n2+16� n +7
Beweis:
q Au�alten von h = zipWith (++) ergibt:

h [ ] [ ] = [ ]
h (x : xs) (y : ys) = ( x++ y) : (h xs ys)
composec11c12c21c22 = (h c11c12)++(h c21c22)

q Herleitung und L•osen der Rekurrenzen •Ubung

Beispiel 2.4:Strassen's Matrixmultiplikation (Forts.)
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Lemma 2.17: Der Zeitaufwand f•ur maptaken xs = map (take n=2) xs
mapdropn xs = map (drop n=2) xs

be-

tr•agt f•ur den Eingabeumfangu(n; xs) = ( n; length xs)
tmaptake(n; m) = 2 � n � m + 6 � m + 2
tmapdrop(n; m) = 3

2 � n � m + 6 � m + 2
Beweis: •Ubung

Hinweis: ttake(n) = 2 + 4n
tdrop(n) = 2 + 3n

Satz 2.18: Der Zeitaufwand von strassena b f•ur zwei n � n-Matrizen a b in
zeilenweiser Darstellung betr•agt

tstrassen(n) =
933
10

n log2 7 �
112
3

� n2 �
174
5

n �
97
6

Beweis: s.Tafel

Vergleich der Zeitaufw •ande
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n tstrassen(n) tmmul(n)
16 228289 22098
256 569 989 137 84 280 578
1024 � 2:8 � 1010 � 5:4 � 109

16384 � 6:7 � 1014 � 2:2 � 1014

(220 =) 1048576 � 7:9 � 1019 � 6:7 � 1019

(222 =) 4194304 � 3:9 � 1020 � 3:7 � 1020

(223 =) 8388608 � 2:7 � 1021 � 3:0 � 1021

(230 =) 1 073 741 824 � 2:2 � 1027 � 6:1 � 1027

(235 =) 34 359 738 368 � 3:8 � 1031 � 2:0 � 1032

2.2 O-Kalk •ul
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Beispiel 2.5: Alternative Implementierung der (einfachen)
Matrixmultiplikation:

mmul a b = [[smul a!!i b!!j j i < � [0::n � 1]] j j < � [0::n � 1]]

q Zeitaufwand nach Expansion:t (1)
mmul(n) = 8n3 + 16 � n2 + 17n + 4

q Gute •Ubersetzer k•onnen so optimieren, dass
m a!!i einen Schritt kostet,
m length a einen Schritt kostet und
m die Ergebnismatrix direkt•uber i < � [0::n � 1] und j < � [0::n � 1]

aufgebaut wird.
) Zeitaufwand:t (2)

mmul = 5n3 + 6n2

q Zur Erinnerung, die andere Implementierung desselben Verfahren
ergab einen Zeitaufwand vontmmul(n) = 5n3 + 6n2 + 5n + 2



O-Notation
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Diskussion:
q Zeitaufwand ist von der Implementierung eines Algorithmus abh•angig.
q Zeitaufwand ist von Optimierungen des•Ubersetzers abh•angig.
q Au�erdem kosten die Ersetzungsschritte auf dem Rechner unterschiedliche Zeit.

Wollen wir wirklich diese Aspekte ber •ucksichtigen?

Beobachtung: Unabh•angig von der Implementierung, vom•Ubersetzer und vom
Rechner w•achst der Zeitaufwand mitn3.

) Bei Angabe von Zeitaufw•anden von Algorithmen sollte von Konstanten und
langsamer wachsenden Termen abstrahiert werden.

Bemerkung: Auch bei Speicheraufwand und evtl. Ausgabeumfang.

O-Notation (Forts.)
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O-Notationen: (Landau)
O(f (n)) = f g(n) : 9 c > 0; n0 2 N 8 n � n0 � 0 � g(n) � c � f (n)g

( f (n)) = f g(n) : 9 c > 0; n0 2 N 8 n � n0 � 0 � c � f (n) � g(n)g
�( f (n)) = f g(n) : 9 c1; c2 > 0; n0 2 N 8 n � n0 � 0 � c1 � f (n) � g(n) � c2 � f (n)g
o(f (n)) = f g(n) : 8 c > 09 n0 2 N 8 n � n0 � 0 � g(n) < c � f (n)g
! (f (n)) = f g(n) : 8 c > 09 n0 2 N 8 n � n0 � 0 � f (n) < c � g(n)g

Beispiel 2.5: (Forts.) tmmul 2 �( n3) s. Tafel
t (1)
mmul 2 �( n3) s. Tafel

t (2)
mmul 2 �( n3) s. Tafel

Fazit: Abstraktion von Implementierung,•Ubersetzer und Maschine gelungen
Beispiel 2.6: Sortieren durch Mischen

t msort(n) = 11 � n � log2 n + 14n � 11 2 �( n logn) s. Tafel
t msort(n) = 15 � n � log2 n + 19n � 16 2 �( n logn) s. Tafel

) tmsort(n) 2 �( n logn)
Beispiel 2.7: Sortieren durch Zerlegen

t qsort(n) = 10 � n � log2(n + 1) � 2n + 10 log2(n + 1) + 2 2 �( n logn) s. Tafel
E[tqsort(n)] = 14 � n � Hn+1 � 14� n + 14 � Hn+1 � 12 2 �( n logn) s. Tafel

t qsort(n) = 7 � n2 + 11 � n + 2 2 �( n2) s. Tafel
) tqsort(n) 2 O(n2)

tqsort(n) 2 
( n logn)

Rechnen mit der O-Notation
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Satz 2.19: Es gilt f•ur alle Funktionenf ; g : N ! N:
i. g 2 �( f ) genau dann, wenng 2 O(f ) und g 2 
( f )
ii. g 2 O(f ) genau dann, wennf 2 
( g)
iii. g 2 o(f ) genau dann, wennf 2 ! (g)

iv. Wenn g 2 o(f ), dann ist lim
n!1

g(n)
f (n)

= 0

Beweis: •Ubung

Satz 2.20: Sei � 2 f O; 
 ; � ; o; ! g, k > 0 eine Konstante,h 2 �( f ) und
g : N ! R+

0 . Dann gilt:
i. h + g 2 �( f + g)
ii. h � g 2 �( f � g)
iii. h=g 2 �( f =g)
iv. h � k 2 �( f )
v. k � h 2 �( f )
vi. Fallsh 2 �( f ) ist, dann istg=h 2 �( f )

Beweis: F•ur � = O s. Tafel

Rechnen im O-Kalk •ul
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Diskussion: Aus Satz 2.20 ergeben sich Rechenregeln
�( f ) � g = �( f + g)

�( f ) + �( g) = �( f + g)
k � �( f ) = �( f )

�( f ) � �( g) = �( f � g)
�( f )=�( g) = �( f =g)

Beispiel 2.8: O(f )=O(g) 6= O(f =g) s. Tafel



Rekurrenzen f•ur Teile-und-Herrsche-Verfahren
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Typische Rekurrenz: t (1) = b
t (n) = a � t (n=p) + b � n

(1)

Satz 2.21: Seiena; b; p > 0 und n = pm f•ur ein m 2 N. Dann hat die Rekurrenz

(1) die L•osungt (n) 2

8
><

>:

�( n) falls a < p
�( n logn) falls a = p
�( n logp a) falls a > p

Beweis: s. Tafel

Beispiel 2.9: tmsort(1) = 3
tmsort(1) 2 2 � tmsort(n=2) + �( n)

s. Tafel

Problem: Eingaben vom Umfangn 6= pm f•ur alle m 2 N

Master-Theorem
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Satz 2.22: (Master Theorem) Gegeben sei die Rekurrenz
t (1) = c
t (n) = a � t (n=p) + f (n)

f•ur Konstantena; p; c > 0 Dann gilt:
i. Falls f (n) 2 O(n logp a� ") f•ur ein " > 0 ist, dann ist t (n) 2 �( n logp a)
ii. Falls f (n) 2 Theta(n logp a) ist, dann ist t (n) 2 �( n logp a logn)
ii. Falls f (n) 2 
( n logp a+ ") f•ur ein " > 0 ist und ein0 < d < 1 existiert so dass

a � f (n=p) � d � f (n) f•ur fast allen 2 Nist, dann ist t (n) 2 �( f (n))

Beispiel 2.10: tstrassen(1) = 5
tstrassen(n) = 28n2 + 87n + 97 + 7 � tstrassen(n=2)

s. Tafel

2.3 Gierige Algorithmen
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(engl. greedy algorithms)

Grundprinzip:
q Baue L•osung schrittweise auf (meist Menge oder Liste)
q Entscheidungen, ob ein Elementx zur L•osung geh•ort, werden nicht revidiert.
q Potentielle Elemente werden in einer Kandidatenmenge km verwaltet.
q Mit jeder Entscheidung werden km und die Eingabedaten aktualisiert.

Schema in Haskell:
greedyinp [ ] = [ ]
greedyinp km = x : (greedyinp0 km0)

where x = selectkm
km0 = newcandinp km x
inp0 = update inp km x

Beispiel 2.11: Topologisches Sortieren
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Eingabe: Gerichteter azyklischer GraphG = ( E ; K )

Ausgabe: Topologische Sortierung vonG

Grundprinzip:
q Kandidaten sind zun•achst Ecken mit Eingangsgrad0
q N•achste Eckev ist irgendeiner dieser Kandidaten
q Streichev aus Kandidatenmenge
q Streichev ausG und aktualisiere Eingangsgrade

Darstellung von G durch Adjazenzlisten: type Graph= [[Int]]

Beobachtung: F•ur ein Graphgr ist V = f 0; : : : ; (length gr) � 1g und gr!!i die
Adjazenzliste zui

Problem:
q Es wird keine Eckev gestrichen, die noch in einer Adjazenzliste ist
) Streichen bedeutet L•oschen der Ecke samt Adjazenzliste
) Geht nicht, da Eckennummer implizit



Beispiel 2.11: Topologisches Sortieren (Fortsetzung)
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G = ( E ; K ), n = j E j, m = j K j

1. L•osungsidee
q Explizite Aufnahme der Ecke, d.h. type Graph= [( Int; [Int])]
) Jeder Zugri� auf Adjazenzliste kostetO(n)
q Insbesondere beim Suchen nach neuen Ecken mit Eingangsgrad0.
) Suche kostet pro EckeO(m)
) zeitaufw•andig

2. L•osungsidee:
q Speichere Eingangsgrad in zus•atzlicher Reihung
q Streichen erfolgt implizit•uber aktualisieren dieser Reihung
q Streichen vonv bedeutet dekrementieren der Ecken der Adjazenzliste vonv in

dieser Reihung
q Neue Kandidaten sind solche Ecken, die dabei0 werden
q Betrachtet man die Ecken in der Kandidatenmenge und die Ecken mit Ein-

gangsgrad> 0, so hat man implizit den Graphen mit den gestrichenen Ecken.

Beispiel 2.11: Topologisches Sortieren (Fortsetzung)
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Reihungen in Haskell: Bibliothek mit Typ Array A T ) wobeiA Indextyp undT
Elementtyp ist.

Zugri� auf Reihungselemente: ! :: (Enum A)= > (Array A T )� > A� > T
q arr !i liefert das Reihungselement vonarr mit Index i
q Zeitaufwand nach•Ubersetzung:�(1)

Erzeugen von Reihungen: listarray :: (EnumA)= > (A; A)� > [T ]� > (Array A T )

q listarray (l ; u) [xl ; : : : ; xu] erzeugt eine Reihungarr mit arr !i = xi , l � i � u
q Zeitaufwand nach•Ubersetzung:�( n) wobein = length [xl ; : : : ; xu]

(ohne Auswertung derxi )

•Andern von Reihungselementen:
==:: (Enum A)= > (Array A T )� > [(A; T )]� > (Array A T )

q arr==[(i1; x1); : : : ; (in; xn)] liefert eine Reihungarr 0 mit

arr 0!i =

(
arr !i falls i 62 fi1; : : : ; ing
xj falls i = i j f•ur ein j 2 f 1; : : : ; ng

Zeitaufwand: �( n) (ohne Auswertung deri j und xj )

Beispiel 2.11: Topologisches Sortieren (Fortsetzung)
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Grundprinzip:
q Speichere Eingangsgrad in zus•atzlicher Reihung
q Streichen erfolgt implizit•uber aktualisieren dieser Reihung
q Streichen von v bedeutet dekrementieren der Ecken der

Adjazenzliste vonv in dieser Reihung
q Neue Kandidaten sind solche Ecken, die dabei0 werden
q Betrachtet man die Ecken in der Kandidatenmenge und die Ecken

mit Eingangsgrad> 0, so hat man implizit den Graphen mit den
gestrichenen Ecken.

Programm in Haskell:
topsort gr arr [ ] = [ ]
topsort gr arr (x : xs) = x : (topsort gr arr 0 (leaves++ xs))

where arr 0 = arr==[(v; (arr !v) � 1) j v< � gr!!x]
leaves = [v j v< � gr!!x; arr !v==1]

Beispiel 2.11: Topologisches Sortieren (Fortsetzung)
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01

2

3

45

6 7

8 Eingangsgrade
0 1 2 3 4 5 6 7 8

0. 1 1 1 0 3 1 1 0 1
1. 1 1 1 0 2 0 1 0 1
2. 0 1 1 0 1 0 1 0 1
3. 0 0 0 0 1 0 0 0 1
4. 0 0 0 0 1 0 0 0 1
5. 0 0 0 0 1 0 0 0 1
6. 0 0 0 0 0 0 0 0 1
7. 0 0 0 0 0 0 0 0 1
8. 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Kandidaten:
L•osung: 3,5,0,1,2,6,4,7,8



Beispiel 2.11: Topologisches Sortieren (Forts.)
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Programm in Haskell:
topsort gr arr [ ] = [ ]
topsort gr arr (x : xs) = x : (topsort gr arr 0 (leaves++ xs))

where arr 0 = arr==[(v; (arr !v) � 1) j v< � gr!!x]
leaves = [v j v< � gr!!x; arr !v==1]

Satz 2.23: (Korrektheit) Sei gr ein gerichteter azyklischer GraphG = ( E ; K )
•uber den EckenE = f 0; : : : ; n � 1g in Adjazenzlistendarstellung undarr eine
Reihung wobeiarr !i der Eingangsgrad voni 2 V ist. Dann ist

res = topsort gr arr [v j v< � [0::n � 1]; arr !v==0]

eine topologische Sortierung vonG, d.h
i. F•ur alle i ; j 2 N mit 0 � i < j < n gilt: res!!i 62gr!!(res!!j ) d.h.

(res!!i ; res!!j ) 62K
ii. length res== n und t•ur alle i 2 K gilt: i 2 res genau dann, wenni 2 E ,

d.h. res enth•alt jedesi 2 E genau ein Mal.
Beweis: s. Tafel

Satz 2.24: (Zeitaufwand) ttopsort(n; m) 2 �( n + m) wobei n = j E j und m = j
K j.

Beweis: s. Tafel

Beispiel 2.12: Zeitplanerstellung
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(engl. scheduling)
Eingabe: MengeM = f 0; : : : ; n � 1g von Kunden, die an der Ladenkasse warten

mit Bearbeitungszeitenci f•ur Kundei (abrechnen und bezahlen)
Ausgabe: Reihenfolge der Kunden, so dass die durchschnittliche Bearbeitungszeit

minimal ist.

Satz 2.25: Reihenfolge[i0; : : : ; in� 1] ist optimal, wennci0 � ci1 � � � � � cin� 1 ist.
Beweis: s. Tafel

Programm in Haskell:
type Kunden= [ Int]-- c!!i ist Bearbeitungszeit von Kunde i
schedulejobs c [ ] = [ ]
schedulejobs c cands = x : (schedulejobs c cands0)

where x = minimum [c!!i j i < � cands]
cands0 = deletex cands

1. Aufruf: schedule[0::n � 1] c [0::n � 1] wobein = length c

Satz 2.26: (Zeitaufwand) tschedule(n) 2 O(n2)
Beweis: s. Tafel

•Ubung: Entwerfen Sie ein Programm f•ur die Zeitplanerstellung mit Laufzeit
�( n logn)

Beispiel 2.13: Minimal spannende B •aume
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Eingabe: Zusammenh•angender ungerichteter GraphG = ( E ; K ) mit Kantenge-
wichten g : K ! N

Ausgabe: Minimal spannender BaumT = ( E ; K 0) von G

Spannender Baum von G Baum T = ( E ; K 0) mit K 0 � K
Mininmal spannender Baum von G Spannender BaumT = ( E ; K 0), so dass

g(T ) ,
X

k2K 0

g(k) minimal unter allen spannenden B•aumen

Beispiel: Spannende B•aume

1
1

1 2

4

5

6

7

1

2

3

4

5

0

Beispiel 2.13: Minimal spannende B •aume (Forts.)
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Satz 2.27: SeiG = ( E ; K ) zusammenh•angender ungerichteter GraphG = ( E ; K )
mit Kantengewichteng : K ! N und T = ( E ; K ) Wald, der echter Teilgraph
eines minimal spannenden Baums vonG ist. Dann gilt:
i. T ist nicht zusammenh•angend
ii. Sei bT = ( E ; K [ f (e; e0)g) Wald, wobeig(e; e0) minimal unter den Kanten

ausK n K ist. Dann ist bT Teilgraph eines minimal spannenden Baums vonG
iii. Seiw Weg vone nache0 in T und (e; e0) 62K nK . Dann gibt es eine Kante

k 2 w mit g(k) � g(e; e0) und einen minimal spannenden BaumT 0 = ( E ; K 0)
mit (e; e0) 62K 0

Beweis: s. Tafel



Beispiel 2.13: Minimal spannende B •aume (Forts.)
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Datenstrukturen:
q Kanten (g(e; e0); e; e0)
q Eingabe: Paar von Eckenliste und Kantenliste
q Ausgabe: Kantenliste

Programm in Haskell:
kruskal(e; k) = kruskal0 (msort k) (map (: [ ])e)
kruskal0 [ ] = [ ]
kruskal0 ((c; e; e0) : ks) bs j (test e e0 bs) = kruskal0 ks bs

j otherwise= ( c; e; e0) : (kruskal0ks (updatee e0 bs))
test e e0 [ ] = False
test e e0 (b : bs) = ( eleme b)&&( eleme0 b) jj (test e e0 bs)
update [ ] = [ ]
updatee e0 (b : bs) j (eleme b) = update0 e0 b bs

j (eleme0 b) = update0 e b bs
j otherwise = b : (updatee e0 bs)

update0 e b [ ] = [ ]
update0 e b (b0 : bs) j (eleme b0) = ( b++ b0) : bs

j otherwise = b : (update0 e b bs)

Beispiel 2.13: Minimal spannende B •aume
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1
1
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7

1
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3
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5

0

Kante (0,1) (0,5) (1,5) (2,4) (4,5) (1,2) (0,4) (2,3)
Gewicht 1 1 1 2 4 5 6 7
Entscheidung + + { + + { { +

Beispiel 2.13: Minimal spannende B •aume
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Datenstrukturen:
q Kanten (g(e; e0); e; e0)
q Eingabe: Paar von Eckenliste und Kantenliste
q Ausgabe: Kantenliste

Programm in Haskell:
kruskal(e; k) = kruskal0 (msort k) (map (: [ ]) e)
kruskal0 [ ] = [ ]
kruskal0 ((c; e; e0) : ks) bs j (test e e0 bs) = kruskal0 ks bs

j otherwise= ( c; e; e0) : (kruskal0ks (updatee e0 bs))
test e e0 [ ] = False
test e e0 (b : bs) = ( eleme b)&&( eleme0 b) jj (test e e0 bs)
update [ ] = [ ]
updatee e0 (b : bs) j (eleme b) = update0 e0 b bs

j (eleme0 b) = update0 e b bs
j otherwise = b : (updatee e0 bs)

update0 e b [ ] = [ ]
update0 e b (b0 : bs) j (eleme b0) = ( b++ b0) : bs

j otherwise = b : (update0 e b bs)

Satz 2.28: Der Zeitaufwand ist tkruskal(n; m) 2 �( n � m) wobei n = j E j und
m = j K j.

Beweis: s. Tafel

Konstruktion gieriger Verfahren
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q Schrittweiser Aufbau der L•osung

q Einmal getro�ene Entscheidung wird nicht mehr revidiert

) Ermittlung eines Satzes, der diese beiden Eigenschaften nachweist

) Gieriger Algorithmus

q Korrektheit durch Induktion, Induktionsschritt ist obiger Satz

Gierige Algorithmen sind oft sehr e�zient in Laufzeit


